raktallar D
ucuk Bir G

RAKTAL GEOMETRI
olduke¢a yeni bir alan. Bu
teorinin temel aldig fikir-
ler 6nceleri G. Cantor, G.
Peano, D. Hilbert, H.

Koch, W. Serpinski gibi matemarikgi-

ler tarafindan ortaya aulmist fakar ilk

olarak bu fikirleri biraraya getiren ve
bunlarin veni bir matemartik alanina
agilan Kapinin anahrtarlan oldugunun
farkina varan Bénoir Mandelbror oldu.

Mandelbrot, 1977 wilinda vazdig

“Fractals: Form, Chance and Dimensi-

ons” adl kitabinda bilim rarihinde ilk

kez “fraktal” kelimesini kullandi ve
frakral geometri’'nin kapilarini aralamig
oldu.

Kelime olarak parcalanmis, boliin-
miis anlamina gelen frakral, teorik ola-
rak da normal geometrinin, dogayi sa-
delestirip, kolayca algilanabilir hale

getirerek “sonlu” dgelere indirgeme
mantifina avkindir.

Gergekte de doga, Euclides ge-
ometrisinin getirdigi kavramlara uygun
bir diizen gostermez. Cevremizde ne
dogrusal hareket eden cisimler, ne ger-
¢ek kiireler ne de prizmalar vardir. Za-
ten Newton mekanifine cevap veren
Euclides geometrisi, 20. viizyilda hizla
gelismekte olan veni anlayislann da
gerisinde kaltyordu. Iste bu kogullar al-
unda ortaya ¢ikan ve meyve vermeye
baglayan bu yeni geometri anlavisi da
bir¢ok yeni fikir gibi ilk basta garipsen-
di ve hatta birgoklarinca “patolojik” ol-
makla suglandi. Baslarda bu veni teori-
yi ortaya atan matematikcilerin kendi-
leri de aruik klasik matematigin dogay-
la ilgili gozlemlerle simirlandinilnug va-
pisinin asildigini belirtivorlardi, Ancak
Mandelbrot daha sonra bunun biyle

olmadigini ve matema-

tikgilerin doganin  bir
oyununa  geldiklerini
soyledi. Ona gore bu ve-
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ni matematiksel fikirler-
de bulunan, doganin si-
nirlarint yikug diisiinii-
len bircok dge, aksine doga-
nin ramamen i¢inden gel-
mekteydiler.

e

tinyasinda
ezinti

“Fraktal Geomeltri, herseyi farkl gérmenize ne-
den olacak. Bu yaziya devam etmek sizin icin
tehlikeli olabilir.Bulutlara, ormanlara, galaksilere,
yapraklara, iceceklere, kayalara, daglara, selle-
re, hallara ve daha birgok nesneye karsi cocuk-
lugunuzdan beri sahip oldugunuz bakis aginiz
kaybolabilir ve hicbir zaman da eski halini alma-
yabilir." Iste boyle baslyor M. Barnsley, Fraktal-
lar Heryerde (Fractals Everywhere) adli kitabina.
Pek de haksiz sayiimaz bu uyansinda, ancak bu
sozler uyan degil bizce. Daha ¢cok matematige,
dogaya, bilime ilgi duyan, icindeki 6grenme iste-
gini doyurmaya calisan insanlara bir davet. Biz
de sizleri, bu yazinin satirlar arasinda bir yolcu-
luga cavet ediyoruz; eminiz ki ilginizi cekecekdir.

Iste bu rtarugmalar ve heyecanlar
iginde olgunlagmava baslayan fraktal
geometri teorisi tarih olarak bakildi-
ginda oldukga yeni ve hild oldukga gi-
zemli. Ancak bugiin biliyoruz ki frak-
tallar evrende her zaman vardilar ve
buradan sonra da olacaklar. Ancak in-
sanoglu doganin baska bir¢ok sirrninda
da oldugu gibi frakrallann da farkina
yeni veni varyor.

“Prrenin biri

olmug daha biiciik pirelerin yem:.

Var o kiigiik pireleri de 1siranlar,

Hikayemiz siirer biyle

sonsuza kadar.”

Jonathan Swift

Frakeallan basitge, sonsuza kadar
kendini tekrarlayan, igige gecmis se-
killer olarak tanimlayabiliriz. Bu tanim
drnekler sonunda daha ivi anlasilacak-
tir fakat matamatiksel olarak pek bir-
sey ifade etrmez. Ancak frakeallarin bu-
giine kadar verilmis dyle kesin bir ta-
nimi da yok. Zaten su anda bizim icin
bu kadan yeterli. §imdi birkag frakeal
ornegi verelim ve kafamzdaki soru isa-
retlerinin bir kismint dagialim. Ise en
temel ve kolay anlagilabilir olani yani
Cantor Kiimesi ile baglayalim.

Fraktalimizi olusturmaya [0,1] ara-
lig1 ile baslayalim ( [a, b]; reel savi ek-
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seninde # ile b arasinda, a ve b de da-
hil, tiitm reel sayilann kiimesini ifade
cder). [0.1] araligany E,, olarak tammla-
vahm. E; ise E in ortasindaki iigte
birlik kisminmn silinmesi ile elde edi-
len kilme olsun. Yani E, iki araligm
birlegiminden olugur :
[0,1/3]U]2/3.11Bu araliklara da aym is-
lemin uygulanmas ile E, elde edilic
Dolayisivla E,,
[0,1/9]U[2/9.1/3]U12/3.7/9]U[8/9,1]

kiimesi olur. Bu gekilde, Ey; kiimesi-
nin her bir pargasinin tam ortasindaki
iigte birlik kisminmn silinmesi ile Ey
kiimesini elde ederek devam edelim.
Bivlece Ey kiimesi, her birinin uzunlu-
gu 3% olan 2k tane kiimeden olugur.
Eger Cantor kiimesini I ile gosterirsek,
F; k sifirdan sonsuza kadar riim tamsa-
vi degerlerni alirken Ey kiimelerinin ke-
siyimi olarak tammlamir. Yani *[0,1] ara-
hindaki reel sayilardan, her k pozitf
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tamsavist igin Ey'nin elemant olanlar™,
F kiimesi, Ey dizisinin sonsuzdaki limi-
ti olarak da diistiniilebilir. Dolayisiyla F
kiimesinin kendisini gizmek imkdnsiz-
dir. Ancgk bazi yaklasimlan gizilebilie
ve k ne kadar bilyilk olursa gizilen sekil
I-'ve o kadar benzer.

llk bakista, I kiimesini elde
edebilmek i¢in [0.1] arahgindan o
kadar gok sayiy1 sildik ki sonunda
climizde higbir gey kalmavacakor
dive diisiinebilirsiniz. Fakat ger-
gekte F sonsuz (ve savilamaz) cle-
manli bir kiimedir ve herhangi bir
clemanin, herhangi bir komsulu-
gunda sonsuz sayida eleman igerir.
Gergekre F kiimesi, [0,1] araligm-
da bulunan ve 3 tabanindaki yazi-
liminda “1" igermeven tiim savila-
ricleman olarak bulundurur. Yani

:1]3'|+;133'3+u;3‘5+...

seklinde vazildiginda, her i igin
4;=0 ya da a;=2 olan [0,1] araligin-
daki tiim sayilar F'nin elemanidir.

Bunun ispatim burada vermi-
yoruz fakat matematikle biraz ilgi-
lenen herkesin yapabilecegini be-
lirtip  tiimevanm vontemini de

ipucu olarak vermekle vetinivoruz. ==

Simdi Cantor kiimesinin bazi
ozelliklerini belirtelim. Bunlar av-
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ot zamanda daha birgok fraktalin da
sahip oldugu 6zelliklerdir.

a) F kiimesi kendine benzer alt ya-
pilardan olugur, Omegin Fnin [0,1/3]
arali@indaki kismy ve [2/3,1] aralifin-
daki kism F've geometrik olarak ben-
zerdiler ve File aralannda 1/3°lik bir
benzerlik orant vardi. Ay sekilde
E;'nin dore pargast da F'ye benzerdir,
su farkla: benzerlik oram 1/9°dur. Do-
lavisivla sovle sovleyebilirizz Cantor
kiimesi kendisinin degisik boyutlarda-
ki kopyalarindan olugur.

b) I ne kaduar biiviitiillirse biiyii-
tiilsiin, sonsuz kiigiik ayvnnulara sahip-
tir. Fakat F son derece basit bir sekil-
de tanimlanr.

¢) F kiimesine indirgemeli bir ba-
fann ile ulasuk ve indirgemenin her
basamaginda F'yve daha vakmn bir Kii-
me elde euik.

d) F kiimesinin basit bir ge-
ometrik agklamasy verile-
mez Geomertrik olurak bel-
1i bir tzelligi rayivan noktala-
rn geometrik veri olmadig
gibi herhangi bir denklemin
¢ozilm kiimesi de degildir.

¢) I kiimesi ¢ok geniy (savi-
lamavan sonsuz) bir kilme olmasina
karsin biiyiikligid normal dlgiilerde
belirlenemez, Omegin  biviiklige
uzunluk olarak bakugmmzda, F Kiime-
sinin uzunlugu (reel eksende) sifirdir,
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13. yizyilda Fransa’da basilan bir Incil'in kapak
resmi.

Y

i

F

Tiim bu dzellikler bize, fraktallann
ne kadar ilging ve bizim normal ge-
ometri anlayigimiza ne Kadar ters ol-
duklarini gosteriyor.

Simdi biraz daha geligmiy ve gize
daha hos gelen bir dmek vere-
lim: Koch egrisi.

E, bir birim uzunlugunda
bir dogru pargast olarak ra-
mmlayahm, E; ise E 'in or-
tasindaki figte birlik Kismin
atip verine bu pargayi taban
kabul eden eskenar iiggenin di-
ger iki kenanm kovarsk clde crrigi-
miz sekil olsun, E;'vi ise, aym iglemi
k£ “in dirt pargasinin her birine ayr ay-
i uvgulavarak elde edelim ve bu sekil-
de devam edelim, Sonugta Ey, Ey_'in
her pargasina yukandaki iglem uy-
gulanarak elde edilmiy olur. K bii-
viidiikge E, ile Ej sadece qok
kiigiik avnnularda birbirleninden
farkli olurlar ve k sonsuza gittgin-
de ise Ey dizisi bir I' limit egrisi-
ne vaklagir ki igee bu egri Koch Eg-
risi olarak adlandinhi. Koch egnisi
de yukarida Cantor kiimesi igin si-
ralanan dzelliklerden birgofiuna sa-
hiptir. Burada her parga biitiiniin
(1/3)% oraminda kiigiiltitlmiigiiciir,
ancak baz yansimalara sahiprir.
Dikkat edilirse, her islem sonunda
elde edilen dogru pargalarimin top-
lam bovu, bir tinceki durumun 4/3
kandir. Yani Eg'nin toplam bovu
(4/3)% seklinde formiile edilebilir.
Bu durumda k sonsuza gittifinde
Ey nin boyu da sonsuza gider.
Burada E, Cesaro'nun Koch efirist
igin soylediklerini haurlatmadan
gegemeyecefiz:
“Eger ona (Koch ¢gnsine) havat
verilebilsevdi, onu vokedebilmek
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