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Contrastes de autocorrelacion

Marco Gonzélez" e Ignacio Lobato™”

Sumario

En este trabajo se explican los diferentes contrastes utilizados para
probar la hipétesis nula de que una serie de tiempo estacionaria no
presenta autocorrelacion de orden K. En primer lugar se analiza el
estadistico Qg de Box-Pierce, explicando en qué contexto y bajo qué
supuestos es véalido. Posteriormente se expone una extension de
éste basado en Lobato, Nankervis y Savin [20014], Ilamado Q’, al
igual que sus ventajas. Finalmente, se hace un repaso de otros
contrastes propuestos para probar esta hipotesis.

Clasificacion JEL: C11, C22.

1. Introduccion

En los afios setenta, Box y Jenkins desarrollaron una metodologia sencilla para
analizar y predecir series de tiempo, la cual se volvié muy utilizada. Con esta
metodologia, se estiman modelos ARMAL para las series econémicas. Para
determinar si el modelo propuesto es aceptable, se observan las autocorrel aciones
de los errores estimados, esperando que se comporten como ruido blanco2 E
criterio propuesto para determinar si o anterior es cierto es el estadistico Qx de
Box-Pierce [1970]. En esta prueba, la hipdtesis nula es que las primeras K
autocorrelaciones de la serie considerada son 0. El interés en esta hipétesis se
debe a que se presenta a menudo en series de tiempo de finanzas y economia,
ademés de ser la prueba propuesta para determinar si el modelo ARMA de Box y
Jenkins esta bien especificado. A pesar de que la préctica comin es reportar €l
estadistico Q«x de Box-Pierce para probar esta hipotesis, como se vera en la
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1 Un modelo ARMA (autoregressive-moving average process) es un caso mixto en el que se
tiene tanto un proceso autoregresivo como uno de media moévil. Ver Hamilton [1994].

2 Se define a un proceso como ruido blanco si cada observacién tiene media cero, la misma
varianza finitay la correlacion entre las observaciones es cero.
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siguiente seccion, este estadistico de prueba solo es vaido si existe
independencia estadistica. Es decir, si los errores son independientes e
idénticamente distribuidos, la Q¢ de Box-Pierce seguira una distribucion
asintéticac®. Sin embargo, se sabe que en muchas series la independencia
estadistica es un supuesto que simplemente no se cumple. Por lo tanto, €l uso tan
diseminado de este estadistico de prueba aun en casos en que sus supuestos no
son validos implica que se realizan inferencias erréneas y pone en duda los
resultados de muchos estudios. Frente al problema de qué hacer si no se respeta
el supuesto de que los datos son idénticos e independientemente distribuidos
(iid), setienen las siguientes opciones:

i) Ver otros estadisticos de prueba que se distribuyan como una ¢ ﬁ

i) Usar Q, pero utilizando |los valores criticos que da el bootstrap, los cuaes
funcionan mejor que la Qg

i) Utilizar otros contrastes

En este articulo se desarrollan, en la segunda seccion, los supuestos que
permiten utilizar correctamente € estadistico de Box-Pierce. En la tercera se
propone un estadistico Q¢ que es valido en condiciones menos restrictivas que la
independencia estadistica basado en Lobato et al. [2001a], que formaria parte de
la solucion tipo i), mientras que en la cuarta se discuten otros estadisticos de
prueba y formas de superar este problema. Por Ultimo, en la quinta seccién se
exponen las conclusiones.

2. Qg de Box-Pierce

Como se menciond en la introduccién, Box y Pierce [1970] propusieron utilizar el
estadistico Q¢ para probar la hipétesis nula de que las primeras K
autocorrelaciones de una serie de tiempo débilmente estacionaria3 son cero. Es
decir, se quiere saber si la muestra apoya la conjetura de que 0,= O,=...= 0x=0,
donde O=CovV (YuYu:)/V(Y).

Seays, ..., Yn, Una serie de tiempo real débilmente estacionaria con media m.
Definase ala autocovarianza de rezago j como:

o) = El(ye - m(Yei-m)l,

y alaautocorrelacién de rezagoj como:

3 Se dice gue una serie es débilmente estacionaria si cada observacion tiene la misma media,
misma varianza finitay si la covarianza entre las observaciones sélo depende de la distancia
entre ellas; esdecir s E(x)=m, V(x)=s2<¥ y Colx,x.;)=9(i).
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r ()= d90)/90).
Por analogia, se define ala media muestral como:
“ n
m= (1/ n)é Yt
t=1
y alaautocovarianza muestral de rezagoj como:

& [ove- e - )

Q(J): t=j+1

Por lamisma ldgica, el estimador de |as autocorrelaciones es r(j ) = g(j )/ g(O).

Establecido lo anterior, se tiene que el estadistico Qx Box-Pierce se define
como €l tamafio de la muestra multiplicado por la suma de cuadrados de las
primeras K autocorrel aciones muestral es, es decir:

K
_ o8 (2
Qk =na r(j) .
=
Si los elementos de |a serie son independientes e idénticamente distribuidos,
lamatriz de varianzas-covarianzas del vector de autocorrelaciones muestrales es,

asint6ticamente, la matriz identidad dividida por el tamafio muestral. Por lo tanto,

2

bajo la hipdtesis nula, Qk se distribuye asintéticamente como ¢ con K grados de

libertad, siemprey cuando |as observaciones sean independientes e i dénticamente
distribuidas. Si se cumple lo anterior, la inferencia realizada con el estadistico de

Box-Pierce es adecuada, por loques Qg <c % .a » entonces se acepta la hipotesis
nula.

Sin embargo, larealidad es que para muchas series de tiempo el supuesto de
independencia es cuestionable. Por ejemplo, es bien sabido que en las series de
rendimientos financieros existe sustancial correlacién de los retornos al cuadrado
en los mercados cambiarios y accionarios. Esto implica que, aun si estos no
presentan correlacion, son estadisticamente dependientes. Por otro lado, Romano
y Thombs [1996] han mostrado que para algunos €emplos especiales en que la
serie es incorrelada pero estadisticamente dependiente, el estadistico de Box-
Pierce puede producir inferencias equivocadas.

En conclusion, el contraste de Box-Pierce es valido si y s6lo si el proceso es

Gaussiano. Esdecir, si («/ﬁ)r se distribuye asint6ticamente como una N(O,1).
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3.Q¢

3.1. Antecedentes

Debido a que los supuestos alos que alude |a construccién del estadistico Qx son
cuestionables, dado que la independencia en muchas series no es sustentable,
han surgido métodos alternativos como el desarrollado por Lobato, Nankervis y
Savin [20014] en el que se propone un estadistico Qx modificado, 0 Q¢ , que sigue

una distribucion cﬁ . Este tlitimo es una extensién del de Box-Pierce, apropiado en

entornos caracterizados por cierta dependencia estadistica, en el que se utiliza un
estimador consistente de la verdadera matriz asintética de varianzas-covarianzas
de las autocorrel aciones muestrales, en vez de la matriz identidad.

Esta extension ha sido desarrollada para ser utilizada con series de tiempo
generadas por secuencias de diferencia en martingala (MDS).# Es decir, el
estadistico sera valido si se cumplen los supuestos de que la serie de tiempo es
generada por una secuencia MDS y que la matriz asintética de varianzas-
covarianzas de las autocorrelaciones muestrales es diagonal. Cabe aclarar que €l
estadistico Q«* ha sido considerado previamente en la literatura por Diebold
[1986], Lo y MacKinlay [1989], Robinson [1991], Cumby y Huizinga [1992],
Bollerdev y Wooldridge [1992] y Bera y Higgins [1993]. Para contextos
multivariados, se puede consultar aKyriazidou [1998]. Sin embargo, €l estadistico
Q<¢* no ha sido utilizado como contraste para probar la inexistencia de
autocorrelacion en aplicaciones econdmicas y financieras. Cabe sefidlar que la
condicion de diagonalidad es satisfecha en muchos modelos financieros, como
por gemplo |os GARCH® Gaussianos.

3.2. Definicién de Q¢

La siguiente seccion obtiene la formula del estadistico Q. Para esto, explica
cudles son, en general, |os elementos de lamatriz de varianzas-autocovarianzas, de
ahora en adelante T. Después de considerar a sus componentes, se hace uso del
supuesto de MDS y la diagonalidad de la matriz para simplificarla. Al final, Q¢ es

4 X; sigue una secuencia de diferencia de martingala (MDS) s E.;(x)=0. Este concepto de
independencia en media es menos restrictivo que la independencia estadistica (ver Goldberger
[1991]).

5 Del inglés generalized autoregressive conditional heteroskedasticity model, propuesto por
Bollerslev [1986].
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simplemente un estadistico de laforma nrT , donde T es reemplazada por un

estimador consistente T , utilizando e principio de analogia.

Utilizando las definiciones anteriores, se sabe que bajo condiciones débiles
de dependencia, el vector n?r =n"?[r (2),...,r (K)]’ es asintéticamente distribuido
normal con matriz de varianzas-covarianzas T, cuyo ij-ésimo elemento esta dado
por:

t =g(0) [Ci+1,j+1 - r(i)Cl,j+1 -1 (j)e gy +r (i)r(j)c.l,l] ; @

donde se define:

¥
Ciugjer = AE(Ye - MWesi - D(Veea = DVewasj - -
o= @

E(yt h i)( Yi+i - ‘I)E(de h ‘l)( Yt+d+j - i)-
El siguiente teorema central del limite puede ser obtenido con dos tipos
diferentes de condiciones: i) procesos lineales con innovaciones MDS, como las

de Hannan y Heyde [1972]; vy ii) procesos estacionarios mixing como en Romano
y Thombs[1996]:

Jn(r-r)p N(OT).

Suponiendo que T es conocida, la hipétesis Hi: r = [r (2), ..., r(K)] =0
puede ser probada utilizando un estadistico de prueba de laforma nr'T'r, el cual
2

asintéticamente sigue una distribucién ¢ © con K grados de libertad cuando Hy es

cierta. Como se puede ver, €l estadistico Qx de Box-Pierce es un caso especial de
este, en el que se sustituye a T con lamatriz identidad.

Bajo Hk, lamatriz T puede ser simplificada. En particular, t; se convierte en

fij =900 -Z[Ei +1,j+1] con:
G ¥ i i 3 ~ ..
Cigj+1 = d_gl ¥E( Yo - (Vs - D(Veed - D Vieg+j - 1B =LK

El supuesto de MDS y diagonalidad ayudan a simplificar a T y son utilizados a
continuacién. Suponiendo que la siguiente condicién es satisfecha:

EI(Y - (Ve - DVerd - DVra+j - D1=0; 1 =1,..K, 3
paratodod cuandoi ® j (lo cual aseguraladiagonalidad de lamatriz) y parad ® 0
cuandoi =j, setiene que el término Ei+1,j+1 sereduce a

Cjag jor” = E(Yt - DESE 7)220”* =0,i ! jiij=1,..K. )
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Por lo tanto, bajo la hipétesis nulay la condicién (3), lamatriz T se convierte
en T*, lacual esdiagonal con elementos:

ojj*:cjﬂyjﬂ*/a(O)z. (5)

Por ultimo, el estadistico Q¢* se construye reemplazando lamatriz diagonal T*
con un estimador consistente de ésta, T , por 1o que se define a:

— T 1, — IC'< 12 1 §%
Qc*= nr'T*] r—nallr(l)] It 6)
J:

en donde f?j €s un estimador consistente de t?j , esdecir:

o nJ 2 2 ono
t Ji:[(l/n)ta_l(yt - M (Yrj - M7/90)] )

Cuando se cumple la condiciéon (3), el estadistico Q«* se distribuye

2

asintéticamente como ¢ con K grados de libertad bajo Hy .

Como se puede notar de (5), Qx Yy Q«* tienen la misma distribucion si los
elementos de la serie son independientemente distribuidos. Por otra parte, €l
estadistico Qg* esrobusto en el sentido de que la matriz de varianzas-covarianzas
utilizada para construirlo se obtiene en condiciones de dependencia estadistica,
mientras que el estadistico Qx se deriva suponiendo independencia.

Las propiedades asintéticas de la prueba Q¢* pueden resumirse en los
siguientes lemas:

Sea y, un proceso estocastico estacionario y ergodico cuyo cuarto momento es
finito.
Lema 1. Bajo condiciones que garanticen (5), Q<* converge en distribucion a

ladeuna cﬁ

Lema 2. Bajo la hipétesis alternativa, el estadistico de prueba Q¢* es
consistente®

Cabe mencionar que para algunos procesos no estacionarios, Qg* puede ser
utilizado para probar la hipétesis nula de que | as autocorrel aciones de rezagoj son
cero paratodotyj=1,...,K.

Lema 3. Bajo condiciones generales de dependencia débil (por g emplo White

[1980] y Loy MacKinlay [1989]), Q<* converge en distribucion alade

2
Ck

6 La demostracion se encuentra en Lobato, Nankervisy Savin [2001a].
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L as condiciones supuestas en este Ultimo lemaincluyen condiciones sobre los
momentos y de procesos mixing que permiten tener heteroscedasticidad; por
gjemplo, véase Campbell et al. [1997].

En resumen, si tenemos una serie de tiempo generada por un proceso MDS,
sabemos que («/ﬁ) rY#® N (O,T* ) y si sesabe que T es una matriz diagonal,

:E(yt . n')z(yﬁi - ”?2
a(0)®

se les puede estimar siguiendo € principio de analogia con

L Lall - A0k )

tj= ( )2 . Al tener un estimador consistente de T, es
alo

, por lo que

sus elementos son de lasiguiente forma: t ?j

nr(j)?

]

preferible utilizar € contraste Qi =n& —=
=t

, € cual se distribuye como una

c2.
3.3. Desempefio del estadistico deprueba Q< en muestrasfinitas

En Lobato, Nankervis y Savin [2001a], se compar0 el comportamiento en muestras
finitas de Qc y Q< para modelos financieros tipo GARCH y LMSV.” Se observé
que el estadistico Qx presenta grandes distorsiones para estos model os comunes
y, lo que es més grave, se encontr6 que las distorsiones aumentan
considerablemente a aumentar el tamafio muestral. Por ejemplo, en uno de los
modelos GARCH, se presenté una ERP8 de 80%, cuando un buen estadistico
habria estado cercano al 5%, lo cual es indicativo del pésimo desempefio que
puede tener el estadistico de Box-Pierce en presencia de dependencia estadistica.
Se concluye entonces que la gran ventaja de Q< es la facilidad para calcularlo y
su superior desempefio en series de tiempo con €l tipo de dependencia sefialada.

" pdl inglés long memory stochastic volatility models.

8 LaERP (empirical rejection probability) es una estimacién de la probabilidad de rechazo del
contraste.
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4. Otros contrastes

4.1.GP« , Qg

L os dos siguientes estadisticos son muy parecidosa Qcy Q« en el sentido de
que también son pruebas de la forma nr'T r y se distribuyen como cﬁ . Su

diferencia estriba en los supuestos que hacen sobre la forma de T, lo cual es
reflejado en las maneras de estimarla.

Primero presentamos al estadistico GPy , €l cual es muy similar a Q¢ debido a
que también se basa en el supuesto de MDS. La diferencia entre ambos consiste
en que GPy contempla elementos diferentes de 0 fuera de la diagonal de T, es
decir, no supone diagonalidad. Desarrollado por Guo y Phillips [1998], este caso
mas genera de MDS tiene especial importancia para las series de tiempo
financierasy econémicas. Por ejemplo, lamatriz asintética de las autocorrel aciones
muestrales no es diagonal en los modelos GARCH (1,1) con errores asimétricos.

Para un proceso MDS, |os unicos elementos diferentesde cero en T son de la
forma E[(ye- m)?(Yei- M (i - M]. En (2), esto ocurre cuandod = 0. La prueba de Guo
y Phillips? [1998], para |a hipétesis Hy, llamada prueba GP, aplica slo para €l
caso de MDS. El estadistico de prueba GP, reemplaza a los elementos de la T por
los andl ogos muestrales de E(Yi- M (Vi - M) (Yisj - M.

Esdecir, sedefinea
cop_alo) 12 - .
£8P =82 (vt - MP(vee - My - M-
eNg=1
Teniendo aun estimador consistentede T, se calcula el estadistico y se hace
la inferencia sabiendo que se distribuye como cﬁ . Cabe mencionar que para la

hipotesis de que un solo coeficiente de correlacion es cero, la prueba Q* es
equivalente al estadistico de prueba GP;.

El estadistico Qx supone que las observaciones son independientes, y esto
es o que fundamenta su capacidad para probar que estan incorreladas. La ventgja
de Q< y GP« es que no hacen el supuesto tan restrictivo de la independencia,
Sin0 que suponen procesos que se generan con independencia en media (los
cuales son mas generales) y con esto pueden probar que una serie no tiene
autocorrelacién. A continuacién se explica un estadistico que tiene la ventagja de
no suponer procesos MDS, aungue presenta el inconveniente de que es mas
dificil de calcular y requiere de la eleccion arbitraria de un parametro para poder

9 En su teorema 5.
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obtenerse. Para poder derivar laférmuladel estadistico (SK , €s necesario acudir a

otro teorema central del limite. La demostracién de por qué se puede estimar a T
consistentemente sin suponer MDS se encuentra en el apéndice, ademas de la

férmula para hacerlo. Asimismo, en éste se muestra que (SK es asintoticamente
distribuido cﬁ cuando Hg es verdadera.

Se puede concluir que los estadisticos de prueba presentados hasta ahora se
pueden clasificar como estadisticos de prueba de la forma nr'T ', cada uno
haciendo diferentes supuestos sobre T, pero de tal forma que tienen una

distribucion asintética cﬁ bajo la hipotesis nula. Asimismo, se puede sefidlar que
todos son un caso especial de (SK . El estadistico Qx de Box-Pierce reemplazaa T

con lamatriz identidad, mientras que la prueba Qc* reemplazaaT con un estimador
que es consistente si lamatriz T es diagonal, lo cual se cumple en los procesos
MDS Gaussianos. Por su parte, la prueba GP reemplazaaT con un estimador que
es consistente bajo la hipétesis nula para los procesos MDS en general. Se tiene

entonces que la prueba més general de estas cuatro eslade (5K , yaque reemplaza

a T con un estimador que es consistente bajo la hipétesis nula tanto para
procesos MDS como para los que no caben en esta definicion. Sin embargo, €l

inconveniente del estadistico (SK €s que es necesario escoger €l pardmetro de

suavizado para obtenerlo, ademéas de ser mucho méas complicado de calcular que
Q< y GPy, debido aque involucra sumatorias infinitas.

4.2. Estadistico de cociente de varianzas

En finanzas, |a hipétesis de mercados €ficientes indica que no se pueden predecir
y lograr ganancias. Esta afirmacion tiene tres variantes o versiones10

a) Los rendimientos financieros son idéntica e independientemente
distribuidos; cuyaimplicacion es que Cov(f(y),g(y.1))=0 " (3, f (X .

b) E(yt|yt_]) =m, llamada independencia en media, cuya implicacién es
que Cov(y,g(%:1))=0 " g (3.
¢) Cov(yy.1)=0

10 v/er seccion de tests of random walk de Campbell, Loy MacKinlay [1997].
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Con base en estas definiciones para clasificar a un mercado como eficiente o
no, en finanzas se utilizaa menudo para probar laterceraversion de la hipétesis de
los mercados eficientes el contraste conocido como cociente de varianzas (VR(K)),
el cua prueba la misma hipétesis que interesa en este trabajo. Esta prueba se
calculade lasiguiente manera:

K- _—
VR =1+2 alféf[- L2 (5).
ji=1e Kg
Donde r(j) estd definido como antes. Para determinar si se acepta o rechaza la
hipétesis nula, este estadistico se apoya en que «/nK(VR< - 1) se distribuye
asint6ticamente como N(0,2(K-1)).

Sin embargo, esta prueba tiene el grave inconveniente de que puede tener
cero potencia para ciertas combinaciones lineales de las autocorrel aciones, como
se muestra a continuacion. Se sabe que

V(yrt y2+ys)=V(y )+V(y )+ V(y 3)+2Cov(y 1, y 2) +2Cov(y2, Y 3)
+2Cov(y 1, Y 3).
Por otro lado, bajo la hipétesis nula, las Cov(y ,, Y +1)=0. Es decir, V(y)=gs?2 Sin
embargo, se puede ver que la hipétesis aternativa de que 00 0,0 0 OO0
podriadarsey tener que lasautocovarianzas se cancelan unas con otras, es decir:

k
i:f\quov(yj ,Yj)=0.

Esto sucede si se tiene autocorrelacion en la serie, pero de tal forma que se
cancelan los efectos unos con otros, como se muestra en el siguiente ejemplo:
considérese un proceso MA(2) de lasiguiente forma:

y=€e-0.4597¢,,+0.10124e,
donde e es ruido blanco. Si se calcula el cociente de varianzas, se tiene que
VR(3)=0. Es decir, por la manera en que fue generada, a pesar de que existe
autocorrelacion entre los elementos de la serie, el estadistico de cociente de
varianzas no la detecta y realiza una inferencia errénea. Por lo tanto, ademas de
que se puede concluir que este contraste no es confiable, se puede decir que el
estadistico Q¢* es preferible al cociente de varianzas para realizar esta prueba de
hipétesis.

4.3. Bootstrap

Recientemente se ha desarrollado un novedoso método para probar la hipotesis
de cero autocorrelacion basado en el método bootstrap, cuyos detalles se pueden
encontrar en Horowitz, Lobato, Nankervis y Savin [2001]. En ese documento se
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concluye que este método tiene un desempefio aceptable siempre y cuando la
serie de tiempo presente una curtosis moderada. La prueba propuesta por estos
autores esta basada en el estadistico de Qx de Box-Pierce, pero que hace
inferencia a partir de los valores criticos basados en el bootstrap, sin considerar

los valores criticos indicados por la c% . El procedimiento bootstrap proporciona

unaaproximacion de primer orden aladistribucién de Q« bajo la hipdtesis nula. Es
decir, bajo este enfoque no se trata de mejorar al estadistico de prueba, sino que
se genera una aproximacién a su distribucion bajo la hipétesis nula. Por 1o tanto, la
hipétesis nula puede ser probada comparando el estadistico Q« con un valor
critico basado en la distribucién que genera el bootstrap, o 1o que es equivalente,
comparando €l valor PL1 basado en éste contra a, la probabilidad nomina de
cometer el error tipo |. Horowitz, Lobato, Nankervis'y Savin [2001] recomiendan
una prueba con las caracteristicas anteriores en laque el bootstrap se implementa
utilizando un procedimiento de blogues de bloques doble con preblanqueo.12

B bootstrap en blogques es un procedimiento para generar muestras de una
serie de tiempo cuando un modelo paramétrico no esta disponible. Este consiste
en dividir los datos en bloquesy llevar a cabo muestras aleatorias del conjunto de
blogues con reemplazo. Bajo condiciones de regularidad poco rigidas, el
bootstrap en bloques proporciona una aproximacion de primer orden a la
distribucion del estadistico de prueba. En otras palabras, el bootstrap en blogues

produce una distribucion empirica asintética correcta mientras que la

aproximacion c% no lo hace en caso de que no se cumpla el supuesto de

independencia. De hecho, Romano y Thombs [1996] han propuesto utilizar €l
bootstrap en bloques para realizar inferencias robustas acerca de las
autocorrelaciones individuales en presencia de dependencia estadistica. Sin
embargo, cabe notar que el inconveniente de este estadistico consiste en que se
tiene que elegir el tamafio del bloque de manera arbitraria.

11 g valor P o nivel de significancia marginal es el nivel a que e estadistico de prueba
observado seria apenas significativo. Es decir, el valor P es aguel en el que la hipdtesis nula
seria rechazada para todos los niveles de significancia mayores a P, y aceptada para todos los
niveles de significancia menores a P.

12 | atécnicade preblanqueo implica ajustar un modelo inicial sencillo, como un AR(1), a los
datosy trabajar sélo con los residuos.
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4.4. Estadistico T

El dltimo estadistico analizado proviene de una prueba reciente que fue
desarrollada por Lobato [2001] para probar que un proceso dependiente es
incorrelado. Esta cuenta con algunas ventajas con respecto a las pruebas que

hemos analizado. A diferencia de los estadisticos (5K y la Qg con valores del

bootstrap, el individuo que realiza la prueba no necesita escoger ningln ndmero
de manera arbitraria paraimplementarla. Tampoco requiere, COmo es necesario con
los estadisticos Q¢ y GPy, suponer que la serie se genera por un proceso MDS.
Por ejemplo, con el procedimiento bootstrap se requiere que el usuario seleccione
a su arbitrio la longitud de los bloques, lo cual es desventajoso en el sentido de
que no existe teoria estadistica que indique cudl es el tamafio 6ptimo de los
bloques. El problema con que €l usuario escoja pardmetros de forma arbitraria es
gue la inferencia estadistica puede ser sensible a la seleccion del parametro. La
ventgja de la prueba alternativa propuesta por Lobato es que la distribucién
asintética del estadistico de prueba bajo la hipétesis nula no contiene ningin
parametro desconocido y no necesita que el usuario seleccione ninglin nimero.
La distribucion asintética bajo la hipotesis nula del estadistico propuesto no es
normal, sino que se tabula por medio de simulaciones, la cual esta disponible en el
articulo citado. Por ultimo, con respecto al desempefio del estadistico propuesto,
se tiene el inconveniente tedrico de que, asintéticamente, la potencia local es

menor que ladel bootstrap y (5K . Sin embargo, también se encontro la ventaja de

que, paramuestras finitas, el estadistico T controlamejor €l error tipo |, sobre todo
para muestras pequefias, y la potencia que se pierde con respecto a los otros dos
estadisticos es modesta.

5. Conclusién

En este articulo se analizaron las diferentes maneras en que se puede inferir que
en una serie de tiempo estacionaria no existe autocorrel acion durante K periodos.
Se encontré que el estadistico més utilizado para este fin, el de Box-Pierce, no es
adecuado si la serie presenta alguna forma de dependencia estadistica. El hecho
de que no es razonable contemplar este supuesto para muchas series de tiempo
econOmicas y financieras llevl a explorar otros estadisticos. Se encontrd que en
caso de que exista alguna forma de dependencia, existen pruebas estadisticas
superiores ala Qx de Box-Pierce. Los otros estadisticos analizados fueron la Qg*
(Diebold [1986], Lo y MacKinlay [1989] y Lobato, Nankervis y Savin [2001d]), €

GPx (Guo y Phillips[1998]), la prueba (SK (Lobato, Nankervis y Savin [2001b]), y
se comentd el estadistico T (Lobato [2001]) y € Qx con valores bootstrap
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(Horowitz, Lobato, Nankervisy Savin [2001]). Definir si alglin estadistico de los
analizados en este articulo es superior a otro requiere de algin método de
valoracién. Se pueden considerar tres maneras relevantes para clasificarlos. La
primera de ellas es la validez de los estadisticos. En este sentido, se prefiere aquel
estadistico que haga menos supuestos sobre el comportamiento de la serie. Bgjo
este criterio, los mejores estadisticos son QK , T,y € bootstrap Q, ya que no
suponen nada acerca de esto; en segundo lugar tendriamos a GPcy Q«, los
cuales suponen que la serie sigue una MDS, y por Ultimo clasificamos a la Q, la
cual precisa del fuerte supuesto de iid. Bajo el segundo criterio, se prefiere a
aguellos estadisticos que no requieren que el usuario seleccione arbitrariamente

algin pardmetro. En este sentido, (5K , GPcy Q< y T serian los favoritos,

mientras que (SK ,'y €l bootstrap Qx son despreciados. Por ultimo, se clasifica a
los estadisticos de acuerdo a su potencia local asintética. Bajo este aspecto, T
tiene el peor desempefio. Se recuerda, asimismo, que el hecho de que Qk* sea tan
simple de calcular y que siempre presente a menos el mismo desempefio que Q,
lo hace preferible a este Ultimo.
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7. Apéndice
En este apéndice se demuestra que el estadistico (5K utiliza una estimacion

consistente de T, y que se distribuye como cﬁ , ademas de sefalar la féormula para
hacerlo.

Denotese  a vector de autocovarianzas muestrales  como
d = (4(0),d (2),..,g(K)) ", y a vector de autocovarianzas en lapoblacién por g

=(d0), d1)...., dK))'. El vector w, = (Wy,..., Wk,)' tiene como k-ésimo componente
aWie = (Yem(Ye-n) parak = 1,...K, mientras que W, = (\/Av1t eos W ) tiene como su
k-ésimo componente a Wy = (yt - ﬁ])(yt_ K - M) parak =1,.. K.

Supéngase de nuevo que Y, es un proceso con dependencia débil para el
cual el vector de autocovarianzas muestrales §J satisface € siguiente teorema
central del limite:

Jn(gg P N(0,0).
donde C (que se supone finitay definida positiva) es 2p por la matriz de densidad
espectral en lafrecuenciacero del vector w,y tiene como su ij-ésimo elemento:

Cij :d;;_iE( Vi - MYei - D(Vied = D(Yeed-j - 1)-
E(yt - i)(yt—i - i)E(de - i)(yt+d— i- i)}’
ij =01,.K.

Una aplicacién directa del método delta lleva, a su vez, a un CLT para las
autocorrel aciones muestral es13

An(r-r)p N(O,T)

13 un supuesto especifico con el cual se garantizaque el CLT para Qse cumpla es. Supuesto

1. Seay, un proceso con covarianzas estacionarias que satisface Ely,* < ¥ paraalgin s> 4y para
todat, y es L,-NED de tamafio -1/2 en un proceso U,, donde U, es un proceso mixing a de
tamafio -g(s-4), véase De Jong y Davidson [2000] para més detalles.
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donde el ij-ésimo elemento de T esta dado por (1). Suponiendo que se conoce T,

Hk: r = O puede ser probada utilizando un estadistico de prueba de la forma
nr’Tr, el cual asintéticamente sigue una distribucion cﬁ cuando H es cierta.

Una prueba factible puede obtenerse si se reemplazaa T con un estimador de ésta
0 con una matriz conocida.

La idea con este estimador es estimar a T explotando las restricciones
impuestas por la hipétesis nula. Bajo Hy, lamatriz T se simplificaa T :{g(O)'ZC}

donde C tiene como suij-ésimo elemento a
- ¥
Cij = d_€°1¥ E[(yt - mye-i - M(Yiea - m)(Yt+d-j - m)]

ij=1,...K
El estadistico @K estimaaT sin hacer supuestos sobre el proceso que generé
laseriedetiempo, y esdelaforma nr "% donde T esun estimador consistente
de T bajo Hyx. Como se muestra més adelante, QK es asintoticamente distribuido
cﬁ cuando Hyx es verdadera. Un estimador consistente puede obtenerse

utilizando a §(0) para estimar a g0) y un estimador no paramétrico de la matriz

C . Debido aque lamatriz C eslamatriz de densidad espectral en la frecuencia

cero del procesow, bajo Hy, un estimador de C no paramétrico consistente en el
ambito del tiempo esta dado por:

= y O 1,, j O .,
C=3 Kaei@(JF—aangiﬂNtWt-p
i ela nNjt elg

donde g(i):%é WyWt. j , con W, definido como se explico, y donde / > 0 es el
t

parametro de suavizado o bandwidth parameter y k(- ) eslafunion kernel.

Suponemos que la funcién kernel y el parametro de suavizado satisfacen los
siguientes supuestos:

Supuesto 2. El kernel k(- ) pertenence a K donde K es la clase de funciones
K ={k(:):[0 ® [-1,1]} la cua es simétrica alrededor de cero,

continua en cero y en todos los puntos excepto en un nimero finito de
ellosy satisface:

k(0)=1, ﬁk(x)|m <¥, f‘jy (dx <¥,
-¥ 4
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¥ .
donde y (x) = (28) "1 ok(x)e dx.
-¥

. . . o
Supuesto 3. El parametro de suavizado satisface lim gel+_9:0_
n®e¥e! nNg

El siguiente lema, cuya demostracion es una aplicacion directa del teorema 2.1
de Davidson y De Jong [2000]), establece la consistencia del estimador no

paramétrico de C.
Lema 3. Si se cumplen los 3 supuestos anteriores y la hipotesis nula Hy,

entonces C@g C.

Finalmente, el siguiente lema establece las propiedades asint6ticas del
estadistico de prueba (SK, es decir, su distribucion asintética nula y su
consistencia

Lema4. Si se cumplen los 3 supuestos y la hipétesis nula H, €l estadistico de

prueba (':)K converge en distribucién alade una cﬁ ,ycuandor 10,
(§K diverge.

La primera parte del lema 4 es obvia debido a que T es un estimador
consistente de T, es decir, de la matriz de varianzas-covarianzas de las
autocorrelaciones muestrales r bajo Hy. En la segunda parte, utilizando el teorema
ergddico, €l estimador de T converge en probabilidad a una matriz definida
positivay a menos un elemento de r es una variable aleatoria no degeneraday,

por |o tanto, (SK diverge.



